מכללת נתניה- מבחן אנליזה נומרית- התשס"ב

מועד ב – יום ג כא אדר 5-3-2002 שעה 9:00   

 משך המבחן 3 שעות- המבחן ללא חומר עזר למעט 

מחשבונים. ענה על שאלות 1 ו- 2, ובחר אחת משאלות 3 או 4.

משקל של כל סעיף בכל שאלה 5 נקודות, למעט שאלה 1 

סעיף ו שאלה 2 סעיף ז שמשקלן 10 נקודות.

ענה על השאלות במקום המסומן בלבד.  תורדנה

נקודות על כל תשובה שלא תרשם במקום

המתאים.  באם הסתים המקום בדף ולא הסתימה

התשובה, הפנה אותי בבקשה להמשך התשובה במחברת

צין את מספר העמוד.

כל מי שישאל במבחן שאלה אודות התשובות

הנכונות יענה בהצעה לכתוב את מה שהוא חושב.

האחריות לכתיבת התשובה הנכונה היא על

הנבחן בלבד.  בבקשה לא לבוא אחר כך

ולהתלונן שבגלל התשובה שלי הוא כתב תשובה 

שגויה.   בשאלות שבהן התשובה היא בטוי אלגברי

פתח כמה שיותר.  לצערי אין לי פנאי בזמן המבחן לומר

אם הפתוח מספיק.

בזמן המבחן זכור כי שאר חבריך לשכבה רוצים לראות אותי במהלך 

המבחן ונסה לקצר בשאלותיך.

המחברת משמשת לטיוטה בלבד ולא תבדק, למעט מה שנאמר למעלה.

בהצלחה.

שאלה 1 -שאלת חובה

א. נתונות הנקודות (0,1),(1,3),(2,7).  מצא את פולינום לגרנז אשר

עובר בנקודות אלו- בכל שיטה שהיא.

פתרון : 

p(x)=axPP2PP+bx+c, p(0)=c=1, p(1)=a+b+c=3, p(2)=4a+2b+c=7,(
a+b=2, 4a+2b=6, (a+b=2, 2a+b=3, (a=b=c=1, (p(x)=xPP2PP+x+1 
תשובה: הפולינום p:

ב. נתון כי הפונקציה המקורית  f אשר עוברת ב (0,1),(1,3),(2,7) 

גזירה בקטע אינסוף פעמים ובקטע זה, |f|<1,|f’|<2,|f’’|<3,|f’’’|<4.  

השתמש ב(חלק) מנתונים שבסעיף ומצא פונקציה  R 

המקימת כי בקטע [0,2] מתקים כי |f-p|<|R|, כאשר p הינה

 הפולינום שמצאת בסעיף א.  תשובה: הפונקציה R:

תשובה:

n=2, n+1=3, R=(f’’’(c)(x-0)(x-1)(x-2))/3!, |R|((|4x(x-1)(x-2)|)/6.
3. מצא מספר חיובי M כך שבקטע  [a,b] מתקים כי  |R|<M.

עבור  R אשר יצאה בסעיף ב.  תשובה:  המספר   M:

תשובה:  יש לחסום את הפונקציה x(x-1)(x-2)  כאשר נתון כי  x משתנה בקטע [0,2].  אז מתקים  :  0(x(2, -1(x-1(1, -2(x-2(0, ולכן, |R|((4(2(1(2)/6=8/3.

ד.  נניח כי פונקציה  f כלשהי מוגדרת בקטע  [0,2]  גזירה אינסוף  

פעמים ומקימת כי לכל n,     |fPP(n)PP|<n+1.  נניח שמחושב  pBBnBB,

פולינום האינטרפולציה על הקטע המבוסס על ערכי הפונקציה

ב-n+1   נקודות שוות מרחק.  מצא בטוי RBBnBB התלוי ב- n  אך לא ב- x, 

כך ש-לכל n  מתקים כי |f-pBBnBB|<RBBnBB.  תשובה:

R=(fPP(n+1)PP(c)(x-0)(x-(2/n))(x-(4/n)))((x-2)/(n+1)!
כל אחד מהגורמים במונה תלוי ב- x, ויש לחסום אותו על ידי מספר קבוע.  לפי הנתון, |fPP(n+1)PP|<n+2.  כמו כן לפי הנתון 0(x(2, ולכן נובע כי  -2( -(2/n)(x-(2/n)(2-(2/n) (2,  וכן לכל שאר הגורמים.  לכן נקבל:

|R|(((n+2) (2(2(2(((2)/(n+1)!=((n+2)2PPn+1PP)/(n+1)!=S(n)
5  .מצא עבור איזה n מקימת הפונקציה של סעיף ד כי

 |f-pBBnBB|<0.001.    תשובה:  נשתמש בבטוי של הסעיף הקודם שהוא

(לפחות החל ממקום מסוים) סדרה מונוטונית יורדת כפונקציה של n,

ולכן נציב עד שנקבל בטוי הקטן מ- .0001 

S(1)=(3(2PP2PP)/2=6, S(2)= (4(2PP3PP)/6=16/3, S(3)= (5(2PP4PP)/24=10/3,

 S(4)= (6(2PP5PP)/120=24/15, S(5)= (7(2PP6PP)/720=28/45,

S(6)= (8(2PP7PP)/5040=64/315,  S(7)= (9(2PP8PP)/40320=2/35,

S(8)= (10(2PP9PP)/9!=8/567, S(9)= (11(2PP10PP)/10!=44/2835, 

S(10)= (12(2PP11PP)/11!=32/51975<0.001,   
ו.  נסח והוכח את משפט קיום פולינום האינטרפולציה. 

במחברת

שאלה 2 – שאלת חובה

בחשובים של שאלה זו, אל תעביר בטוי מהצורה ePP0.5PP  לצורה 

 1.648721.  גם לך יהיה יותר קל לכתב, וגם לי יותר קל לבדק.

הבט באינטגרל
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1.   חשב סכום רימן לאינטגרל .  השתמש ב n=4 קטעים שוים 

ובנקודות הבינים בשמאל של כל תת קטע.

תשובה: 

S=[(b-a)/4] ((f(a)+f(a+(b-a)/4)+f(a+2(b-a)/4)+f(a+3(b-a)/4)) =(1/4) ((f(0)+f(1/4)+f(2/4)+f(3/4))=(1+ePP(1/16)PP+ ePP(1/4)PP+ ePP(9/16)PP)/4
2. הערך את האינטגרל על ידי שיטת הטרפז ו  n=4. 

S=[(b-a)/4] ((f(a)+2f(a+(b-a)/4)+2f(a+2(b-a)/4)+2f(a+3(b-a)/4) +f(b))=(1/4) ((f(0)+2f(1/4)+2f(2/4)+2f(3/4)+f(1))=(1+2ePP(1/16)PP+ 2ePP(1/4)PP+ 2ePP(9/16) )PP+ e)/4.
תשובה:  

3. הערך את השגיאה בסעיף ב.  כדאי לכתב בטויים  כמו ePP0.5PP    

במקום בטויים כמו      1.648721.  תשובה:

itegral-S=(f’’(c)(b-a)hPP2PP)/12=(f’’(c)(1-0)(1/4)PP 2PP)/12=f’’(c)/192.

.f’(x)=2xf(x), f’’(x)=(2+4xPP2PP)f(x), f’’’(x)=(12x+8xPP3PP)f(x).
נשים לב כי f’’’  חיובית בקטע, ולכן f’’  עולה, ולכן חסומה על ידי ערכיה בקצוות, כלומר בקטע זה מתקים כי   .f(0) (f(x)(f(1)  או,

כי   2(f(x) (6e  נציב ונקבל 1/96=2/192(integral-S(6e/192=e/32
4.  הערך את האינטגרל על ידי שיטת סימפסון ו  n=4. 

תשובה:

S=[(b-a)/6] ((f(a)+4f(a+(b-a)/8)+2f(a+ (b-a)/4)+ 4f(a+3(b-a)/8)+ 2f(a+2(b-a)/4) +4f(a+5(b-a)/8)+2f(a+3(b-a)/4) +4f(a+7(b-a)/8)+ f(b))=(1/6) ((f(0)+4f(1/8)+2f(1/4)+4f(3/8)+2f(2/4)+4f(5/8)+ 2f(3/4)+4f(7/8)+f(1))=(1+4ePP(1/64)PP+2ePP(1/16)PP+ 4ePP(9/64)PP+ 2ePP(1/4)PP+ 4ePP(25/64)PP+ 2ePP(9/16) )PP+ 4ePP(49/64)PP+ e)/6.
5. הערך את השגיאה בסעיף ד.  תשובה:
itegral-S=(f’’’’(c)( b-a) (h/2)PP4PP)/180= (f’’’’(c)(1-0)(1/8)PP4PP)/180=f’’’’(c)/4096
נמשיך לגזור את f .

f’’’(x)=(12x+8xPP3PP)f(x), f’’’’(x)=(12+48 xPP2PP+16 xPP4PP)f(x), f’’’’’(x)=(120x+160 xPP3PP+32 xPP5PP)f(x).  f’’’’’>0
לכן  f’’’’ עולה, וחסומה על ידי ערכיה בקצוות, ולכן מתקים כי

.   f’’’’(0) (f’’’’(x)(f’’’’(1)  או, 12(f’’’’(x)(76e.  נציב ונקבל

3/1024=12/4096(integral-S(76e/4096=19e/1024
6.   מצא n כך שהחל ממנו הערך של האינטגרל האמיתי והערך

של שיטת סימפסון המבוססת על  n קטעים שוים, מקימים כי

ההבדל ביניהם קטן מ-  0.001.   תשובה: 

itegral-S=(f’’’’(c)( b-a) (h/2)PP4PP)/180=(76e(1-0)(1/2n)PP 4PP)/180=

76e/2880nPP4PP=19e/720nPP4PP<0.001(1900e<720 nPP4PP ( (190e/72)< nPP4PP ((95e/36)=7.17< nPP4PP(1< n
7.   נסח והוכח את משפט הערכת השגיאה בשיטת סימפסון:

שאלה 3  - רשות ענה על שאלה 3 או על שאלה 4

1. נתונה המשואה xPP3PP-15xPP2PP+10x-5=0.  מצא הצבה אשר תעביר 

  את המשואה לצורה שקולה למקורית ואשר אין בה איבר רבועי.

-15/3=-5 ולכן נציב z=x-5  או x=z+5  או 

(z+5)PP3PP-15(z+5)PP2PP+10(z+5)-5= zPP3PP+15zPP2PP+75z+125-15zPP2PP-150z-375 +10z+50-5= zPP3PP-65z-205
  ההצבה:        

המשואה השקולה חסרת האיבר הרבועי:

2. נתונה המשואה zPP3PP-3pz-2q=0.  מהי ההצבה של קרדן (טרטליה)?

תשובה:  

z=((√p) (u+(1/u)
zPP3PP=(√p)PP 3PP (u+(1/u))PP 3PP=√p p(uPP3PP+3u+3/u+1/uPP3PP) =

√p p(uPP3PP+1/uPP3PP)+ √p p(3u+3/u)= √p p(uPP3PP+1/uPP3PP)+3p √p (u+1/u)=

√pPP3PP (uPP3PP+1/uPP3PP)+3pz=0, ולכן, zPP3PP-3pz=2q=√pPP3PP (uPP3PP+1/uPP3PP), ולכן, 

uPP3PP+1/uPP3PP=2q/√pPP3PP, או,   uPP6PP+1 =2q uPP3PP/√pPP3PP  או, . uPP6PP-2q uPP3PP/√pPP3PP+1 =0 
הראה את הפתוח המראה כי מתקבלת משואה שקולה

ממעלה 6.  פתוח:

3. נתונה המשואה  zPP3PP-3z+2=0 פתור אותה ומצא את uPP3PP.

תשובה:        מצא גם את u.  תשובה:  במקרה זה אפשר להציב 

p=1,q=-1  ונקבל: . uPP6PP+2 uPP3PP +1 =0 או, (uPP3PP +1)PP 2PP=0 , או uPP3PP +1=0 ,

או, uPP3PP =-1 , או , u=-1.  לכן (√p) (u+(1/u))=(-1+1/-1)=-2 z=
וזהו אכן שרש כדרוש.

מצא גם את z.  תשובה:

4. פתח את הפונקציה  y=sin(x) לטור טיילור סביב a=0
כתוב את האיבר הכללי.

תשובה:

 f’=fPP(5)PP=fPP(9)PP=…=cos(x),f=fPP(4)PP=fPP(8)PP=…=sin(x), f’’=fPP(6)PP=fPP(10)PP=…=-sin(x), f’’’=fPP(7)PP=fPP(11)PP=…=-cos(x),
ולכן:

sin(x)=sin(0+x)=0+1(x-0(xPP2PP/2-1(xPP3PP/3!+ …+(-1)PPnPPxPP2n+1PP/(2n+1)!
5. כמה איברים צריך לקחת בטור של סעיף ד כדי להבטיח

שהשגיאה (של sin(1))תקטן מ  0.001  תשובה:
R=(fPP(n+1)PP(x)xPP(n+1)PP)/(n+1)!, x=1, | fPP(n+1)PP(x)| (1, |R|(1/(n+1)! (0.001,

1000( (n+1)!, n+1=7, n=6
שאלה 4- רשות ענה על שאלה 3 או על שאלה 4

1. נתונה המשואה xPP3PP+3xPP2PP-2x-6=0.  כתוב את 

התוצאות של ארבע איטרציות בשיטת החציה

עבור a=0, b=16.  תשובה: 

c=8, f(8)=512+192-16-6>0, [aBB1BB= 0  ,bBB1BB= 8   ],

c=4, f(4)=64+48-8-6>0, [aBB2BB= 0  ,bBB2BB= 4   ],

c=2, f(2)=8+12-4-6>0, [aBB3BB= 0  ,bBB3BB= 2   ],

c=1, f(1)=1+3-2-6<0, [aBB4BB= 1  ,bBB4BB= 2   ],
2. נתונה המשואה y=-(xPP2PP/12)+(5x/6)+3=0.
כתוב את התוצאות של שתי איטרציות בשיטת המיתר

עבור xBB0BB=0, xBB1BB=16.  תשובה: xBB2BB=        , xBB3BB=              
xBBn+1BB=(xPP PBPBn-1PBPB PPf(xBB nBB)-xBB nBBf(xBB n-1BB))/ (PP PPf(xBB nBB)-f(xBB n-1BB)), f(xBB0BB)=f(0)=3,

f(xBB1BB)=f(16)=-256/12+80/6+3=-64/3+40/3+3=-8+3=-5,

xBB2BB=(xPP PBPB0PBPB PPf(xBB 1BB)-xBB 1BBf(xBB 0BB))/ (PP PPf(xBB 1BB)-f(xBB 0BB))=(0(-5)-16(3))/(-5)-3 =-48/-8=6, f(xBB2BB)=f(6)=-36/12+30/6+3=-3+5+3=5,  

xBB3BB=(xPP PBPB1PBPB PPf(xBB 2BB)-xBB 2BBf(xBB 1BB))/ (PP PPf(xBB 2BB)-f(xBB 1BB))= (16(5)-6(-5))/(5-(-5))=110/10=11
3. נתונה המשואה y=xPP3PP-4x+4=0
כתוב את התוצאות של שתי איטרציות בשיטת 

המשיק עבור xBB0BB =0.  תשובה: xBB1BB=        , xBB2BB=          
 xBBn+1BB= xBBnBB-(f(xBBnBB)/f’(xBBnBB)), x-( xPP3PP-4x+4)/(3xPP2PP-4)= (x(3xPP2PP-4)-(xPP3PP-4x+4))/(3xPP2PP-4)= (2xPP3PP+4)/( 3xPP2PP-4),

xBBn+1BB=(2xBBnPBPB3PP+4)/( 3xBBnPBPB2PP-4), xBB1BB=(0+4)/( 0-4)=-1, xBB2BB=(-2+4)/( 3-4)= 2   

4. הגדר בעית נקודות שבת מסדר שני:

בעית נקודות שבת, g(x)=x  נקראת מסדר שני אם מתקים בשרש s , כי  .g’(s)=0
5. הוכח כי שיטת ניוטון רפסון היא שיטת נקודות שבת מסדר שני:

g(x)=x-(f(x)/f’(x)), g’(x)=1-(f’f’-ff’’)/(f’f’)=1-1+(ff’’/f’f’)=

ff’’/f’f’.  g’(s)=f(s)f’’(s)/f’(s)f’(s)=0.
� EMBED Equation.3  ���
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